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The numerical accuracy of population analysis as a tool for 
discussing the electron charge distribution in molecules is 
discussed. Theoretical bounds for the gross atomic charges 
resulting from the SCF-MO-LCAO method are derived. Cal-
culated gross atomic charges which do not conform to these 
bounds are therefore inexact. 

Zur Einsicht in die Elektronenladungsverteilung eines 
Moleküls haben COULSON und MULLIKEN die sogen. 
Population Analysis entwickelt 2. Voraussetzung für 
die Anwendung einer Population Analysis ist eine SCF-
MO-Rechnung, in der die MO als Linearkombinationen 
beliebiger normierbarer Funktionen dargestellt sein 
müssen (z. B. Slater-Funktionen oder Gauß-Funktio-
nen) . In der von Mulliken entwickelten Fassung der 
Population Analysis wird die gesamte Elektronen-
ladung teils den Atomen, teils den Bindungen zugeord-
net (net atomic population und overlap population). 
In der von Coulson entwickelten Fassung der Popula-
tion Analysis wird die gesamte Elektronenladung nur 
auf die Atome verteilt (gross atomic population). Die 
Existenz zweier Fassungen zeigt, daß die Anwendung 
einer Population Analysis zur Diskussion der Elektro-
nenladungsverteilung eine gewisse Willkür mit sich 
bringt. Eine Folge dieser willkürlichen Ladungstren-
nungen ist z. B. die dem errechneten Dipolmoment ent-
gegengesetzte Vorhersage von Ladungsverschiebungen. 
Beim CO liefert die Population Analysis C+0~, wäh-
rend der quantenmechanisch exakt berechnete Wert des 
Dipolmomentes eine C~0+-Struktur liefert 2. 

Neben dieser rein methodischen Kritik soll nun die 
numerische Zuverlässigkeit der Population Analysis 
untersucht werden. Im folgenden wird im Rahmen der 
Population Analysis von Coulson eine Eigenschaft für 
die gross atomic charges hergeleitet, die bisher nur ver-
mutet wurde 2. 

Es wird bewiesen, daß für die gross atomic charges 
q(k) gilt 

0 ^ q(k) < 2 . (1) 

Für die Molekülorbitale gilt 
® = (2) 

wobei X der Zeilenvektor der M Basisfunktionen und C 
die Matrix ist, in deren Spalten die M orthonormierten 
Eigenvektoren der Überlappungsmatrix S stehen. Die 
Orthonormierungsbedingung lautet 

CTSC = E. (3) 

Durch Multiplikation von links mit C und von rechts 
mit C7 folgt 

C C T 5 C C T = CC T 

und weiter 
SCCT = E. (4) 

Mit Hilfe der Indexschreibweise lautet diese Gleichung 
M 

2 csi cit — drt , 
i,s= 1 

M 
2 SRS Csi Cti = drt . 

M = 1 
Für r = t 

M 
2 SRS Csi Cri = 1 . (5) 

i,8=l 
Wird im Rahmen des SCF-MO-Verfahrens ein Molekül 
im closed shell-Zustand mit einem minimalen Basis-
satz x gerechnet, so lautet (5) 

n/2 
2 " 2SrsCsiCri = 2 , ( 6 ) 

i,s=l 
wobei n die Anzahl der Elektronen ist, zu deren Dar-
stellung man mindestens n/2 Basisfunktionen braucht 3. 

Die linke Seite der Gl. (6) ist aber die Definition 
der gross atomic charges q(r) für den Sonderfall M = 
n/2 . Daraus folgt, daß die gross atomic charges für 
einen minimalen Basissatz zur Diskussion der Ladungs-
verteilung nicht geeignet sind. Im allgemeinen wird 
man M^>n/2 wählen. Schreibt man die gross atomic 
charges q (r) als Summe von Beiträgen der MO 

n/2 M n/2 
q(r)= 2 - 2 2 Srs csi cri = 2• 2 q(r,i), ( 7 ) 

i = 1 s=l i= 1 
so ist zu beweisen, daß für alle q(r, i) gilt 

q(r,i)> 0 . (8) 
Beim Beweise von (8) geht man von (3) aus und 
schreibt das Säkularproblem auf: 

( S - A ; £)< / ; = 0 . (9) 

Für den i-ten Eigenwert A/ von S erhält man zur Be-
stimmung des Eigenvektors di ein lineares homogenes 
Gleichungssystem. Die r-te Zeile lautet 

M 
Z (S r s - l idrs )d s i = 0 (10) 

8 = 1 

Multiplikation von (10) mit dri liefert 
q(r,i) =<%i 

Die Uberlappungsmatrix S ist positiv definit und des-
halb sind alle / j positiv. Also gilt wegen dri = cri' ) / / i : 

q (r, i) = Xi 0 . 
Daraus folgt, daß die gross atomic charges q(r) nie-
mals negativ sind und wegen (6) niemals den Wert 2 
überschreiten. 
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Gross atomic charges, die kleiner Null und größer 2 
sind, wurden bereits von Mulliken beobachtet, ohne daß 
eine Erklärung hierfür gefunden werden konnte2 

Eigene Rechnungen zeigten ebenfalls in fast allen Fäl 
len fehlerhaftes Verhalten für die gross atomic charges 
Auffallenderweise ist bei kleinen Molekülen kein ab 
normes Verhalten der gross atomic charges festzustel 
len. Bei Rechnungen an größeren Molekülen können 
die fehlerhaften Ergebnisse reduziert werden durch 
Verringerung der Überlappung. Dies kann entweder 
durch Vergrößerung der Entfernung von Gauß-Funk-
tionen oder durch Vergrößerung ihres Exponenten er-
reicht werden. Daraus kann man schließen, daß die 
gross atomic charges numerisch hochempfindliche Grö-
ßen sind. Eine Erklärung könnte die Eigenschaft der 
Üb erlappungsmatrix S liefern. Sie soll folgendermaßen 
geschrieben werden 

5 = 

1 1 —fjj 

1 

Sind alle = 1 , so ist der gewählte Basissatz ortho-
normiert, alle Eigenwerte von S sind 1. Sind alle 
Elk = 0 , so sind alle Basisfunktionen linear abhängig, 
M-1 Eigenwerte sind Null, ein Eigenwert hat den Be-
trag M (Abb. 1). 

Durch kleine numerische Ungenauigkeiten der /.; 
können bei der Bildung der 

1 

0 
M-1 

£ik 1 

Abb . 1. Spektrum der Überlappungsmatrix S. 

q(r)= 2 
n/2 
2 cri 

i=l 

größere Fehler entstehen, weil sehr kleine Zahlen mit 
sehr großen Zahlen multipliziert werden. 

Numerisch genauer und methodisch vielleicht mehr 
vertretbar für gleichatomare Bindungen als die Coulson-
Population Analysis ist die Mulliken-Population Ana-
lysis, bei der die Ladungen gerechter verteilt sind als 
bei der Coulsonschen Ladungsaufteilung auf die Atome. 
Numerisch genauer ist die Mulliken-Population Ana-
lysis, weil die aus SCF-Rechnungen erhaltene Dichte-
matrix in ihren Diagonalelementen direkt die net 
atomic charges enthält, während die gross atomic char-
ges erst nach anschließender Multiplikation mit S erhal-
ten werden. 

Herrn Prof . Dr. H. PREUSS danke ich für zahlreiche wert-
volle Diskussionen. 
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Die chemischen Verschiebungen der Kernresonanz-
signale von Metallkomplexen enthalten wesentliche Aus-
sagen über deren elektronische Struktur. Besonders 
große Verschiebungen sind wegen der ausgedehnten 
Elektronenbahnfunktionen für die Zentralmetallkerne 
der Übergangselemente zu erwarten und auch gefunden 
worden Die Ergebnisse von 59Co- bzw. 55Mn-KMR-
Messungen in Lösung lieferten z. B. wichtige Beiträge 
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